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Teorie skrytých parametrů

 úplný popis reality st , 𝜆𝜆
 kvantový stav st
 skryté parametry 𝜆𝜆

 skryté parametry determinují výsledky všech měření
 nedeterminismus měření je dán neznalostí skrytých parametrů
 pravděpodobnosti KM průměrováním přes skryté parametry
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Teorie skrytých parametrů
 průměrování přes skryté parametry

st 𝐴̂𝐴 st = � 𝑑𝑑𝜆𝜆 𝑎𝑎 st , 𝜆𝜆

𝑎𝑎 st , 𝜆𝜆 je jednoznačná hodnota veličiny v úplném stavu st , 𝜆𝜆
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EPR systém
 měření korelace

levého spinu ve směru 𝑎⃗𝑎 a pravého spinu ve směru 𝑏𝑏

 kvantová předpověď
𝑘𝑘KM 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 = − cos ∢𝑎⃗𝑎𝑏𝑏 = −𝑎⃗𝑎 � 𝑏𝑏

 teorie skrytých parametrů

𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 = � 𝑑𝑑𝜆𝜆 𝐴𝐴 𝑎⃗𝑎, 𝜆𝜆 𝐵𝐵 𝑏𝑏, 𝜆𝜆
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EPR systém
 teorie skrytých parametrů

𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 = � 𝑑𝑑𝜆𝜆 𝐴𝐴 𝑎⃗𝑎, 𝜆𝜆 𝐵𝐵 𝑏𝑏, 𝜆𝜆

 𝐴𝐴 𝑎⃗𝑎, 𝜆𝜆 = ±1 hodnota levého spinu ve směru 𝑎⃗𝑎

 𝐵𝐵 𝑏𝑏, 𝜆𝜆 = ±1 hodnota pravého spinu ve směru 𝑏𝑏
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EPR systém
 teorie skrytých parametrů

𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 = � 𝑑𝑑𝜆𝜆 𝐴𝐴 𝑎⃗𝑎, 𝜆𝜆 𝐵𝐵 𝑏𝑏, 𝜆𝜆

 𝐴𝐴 𝑎⃗𝑎, 𝜆𝜆 = ±1 hodnota levého spinu ve směru 𝑎⃗𝑎

 𝐵𝐵 𝑏𝑏, 𝜆𝜆 = ±1 hodnota pravého spinu ve směru 𝑏𝑏

 předpoklad lokality
 𝐴𝐴 𝑎⃗𝑎, 𝜆𝜆 hodnota levého spinu nezávisí na pravém směru 𝑏𝑏

 𝐵𝐵 𝑏𝑏, 𝜆𝜆 hodnota pravého spinu nezávisí na levém směru 𝑎⃗𝑎
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Bellovy nerovnosti
 antikorelace pro stejné směry ⇒

𝐴𝐴 𝑜⃗𝑜, 𝜆𝜆 = −𝐵𝐵 𝑜⃗𝑜, 𝜆𝜆

 přímočará algebra ⇒
1 + 𝑘𝑘TSP 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ≥ 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 − 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑐𝑐
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Bellovy nerovnosti
 antikorelace pro stejné směry ⇒

𝐴𝐴 𝑜⃗𝑜, 𝜆𝜆 = −𝐵𝐵 𝑜⃗𝑜, 𝜆𝜆

 přímočará algebra ⇒
1 + 𝑘𝑘TSP 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ≥ 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 − 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑐𝑐
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Bellovy nerovnosti

 předpověď lokální teorie skrytých parametrů splňuje:
1 + 𝑘𝑘TSP 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ≥ 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 − 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑐𝑐
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Bellovy nerovnosti

 předpověď lokální teorie skrytých parametrů splňuje
1 + 𝑘𝑘TSP 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ≥ 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 − 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑐𝑐

 předpověď kvantové mechaniky nerovnost nesplňuje
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Bellovy nerovnosti
 předpověď lokální teorie skrytých parametrů splňuje

1 + 𝑘𝑘TSP 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ≥ 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑏𝑏 − 𝑘𝑘TSP 𝑎⃗𝑎, 𝑐𝑐

 předpověď kvantové mechaniky nerovnost nesplňuje
1 − 𝑏𝑏 � 𝑐𝑐 ≥ 𝑎⃗𝑎 � 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 neplatí např. pro   𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 𝜖𝜖𝑎⃗𝑎

1
2

𝑏𝑏 − 𝑐𝑐
2

≥ 𝜖𝜖 𝑎⃗𝑎 � 𝑎⃗𝑎
1
2

𝜖𝜖2 ≥ 𝜖𝜖

ale pro 𝜖𝜖 < 2
spor
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Bellovy nerovnosti

 kvantová mechanika není ekvivalentní 
lokální teorii skrytých parametrů

 experimentální testy nerovností potvrzují
předpověď kvantové mechaniky
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Kvantové strategie pro nelokální hry

(příběhy ze života Alice a Boba)
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Kvantové strategie pro nelokální hry

 základní axióm kvantové informace:

Pokud úloha zahrnuje dvě zúčastněné strany, 
jedna se jmenuje Alice a druhá Bob.

(Ve výjimečných případech tomu může být naopak.)
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Distribuce hesla
dvě agentury distribující hesla (±1) pro příchozí agenty

Alice Bob
dvě organizace agentů

světlá strana
temná strana

do každé z agentur přijde agent, který prokáže svoji příslušnost

úkolem agentur je dát agentům hesla podle požadovaných podmínek
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Distribuce hesla
úloha I

úkolem agentur je dát agentům ze stejné organizace stejné heslo a 
agentům z různých organizací různá hesla
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Distribuce hesla
úloha I

úkolem agentur je dát agentům ze stejné organizace stejné heslo a 
agentům z různých organizací různá hesla

strategie distribuce hesel

Alice Bob
světlý ⇾ +1 světlá ⇾ +1
temný ⇾ −1 temná ⇾ −1

zaručuje 100% úspěšnost distribuce hesel 
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Distribuce hesla
úloha II

úkolem agentur je dát agentům ze světlé strany stejné heslo,
ve všech ostatních případech hesla různá
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Distribuce hesla
úloha II

úkolem agentur je dát agentům ze světlé strany stejné heslo,
ve všech ostatních případech hesla různá

příklad klasické strategie distribuce hesel

Alice Bob
světlý ⇾ +1 světlá ⇾ +1
temný ⇾ náhodně temná ⇾ náhodně

zaručuje 62.5% úspěšnost distribuce hesel 
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Distribuce hesla
úloha II

úkolem agentur je dát agentům ze světlé strany stejné heslo,
ve všech ostatních případech hesla různá

příklad klasické strategie distribuce hesel

Alice Bob
světlý ⇾ +1 světlá ⇾ +1
temný ⇾ −1 temná ⇾ −1

zaručuje 75% úspěšnost distribuce hesel 
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Clauser-Holt-Horne-Shimony nerovnost
Phys. Rev. Lett. 23 (1969) 880

𝑒𝑒 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 = �
𝛼𝛼,𝛽𝛽=±

𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝑝𝑝 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝑎𝑎, 𝑏𝑏

realismus: 𝑝𝑝 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 = ∫ 𝑝𝑝 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝑎𝑎, 𝑏𝑏; λ 𝑑𝑑λ
lokalita: 𝑝𝑝 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝑎𝑎, 𝑏𝑏; λ = 𝑝𝑝 𝛼𝛼 𝑎𝑎; λ 𝑝𝑝 𝛽𝛽 𝑏𝑏; λ

⇓

𝑒𝑒 𝑇𝑇, 𝑇𝑇 + 𝑒𝑒 𝑆𝑆, 𝑇𝑇 + 𝑒𝑒 𝑇𝑇, 𝑆𝑆 − 𝑒𝑒 𝑆𝑆, 𝑆𝑆 ≤ 2
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Distribuce hesla
úloha II

úkolem agentur je dát agentům ze světlé strany stejné heslo,
ve všech ostatních případech hesla různá

klasické strategie distribuce hesel

lokální strategie může dosáhnout maximálně 75% úspěšnost
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Distribuce hesla
úloha II

úkolem agentur je dát agentům ze světlé strany stejné heslo,
ve všech ostatních případech hesla různá

příklad kvantové strategie distribuce hesel

Alice Bob
EPR

světlý ⇾ výsledek měření ↖ světlá ⇾ výsledek měření  →
temný ⇾ výsledek měření ↗ temná ⇾ výsledek měření  ↑

zaručuje ~85% úspěšnost distribuce hesel 
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Distribuce hesla
Alice Bob

EPR

agent agent měření 𝜃𝜃 úkol 𝑝𝑝úspěch

světlý světlá ↖ → 135° = 1
2

+ 1
2 2

světlý temná ↖ ↑ 45° ≠ 1
2

+ 1
2 2

temný světlá ↗ → 45° ≠ 1
2

+ 1
2 2

temný temná ↗ ↑ 45° ≠ 1
2

+ 1
2 2

úspěšnost  distribuce hesel: 1
2

+ 1
2 2

≈ 85%
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Merminův–Peresův kouzelný čtverec
Alice Bob

čtverec 𝑁𝑁 × 𝑁𝑁

Alice dostane zadaný sloupec Bob dostane zadaný řádek
má ho doplnit ± tak aby součin byl − má ho doplnit ± tak aby součin byl +

úkolem je shodnout se v buňce na průsečíku
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Merminův–Peresův kouzelný čtverec
Alice Bob

řešení
dopředu si dohodnout předvyplněný čtverec splňující podmínky

úkolem je shodnout se v buňce na průsečíku
úspěšnost je s jistotou zaručena
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Merminův–Peresův kouzelný čtverec
Alice Bob

čtverec 3 × 3
dopředu si dohodnout předvyplněný čtverec splňující podmínky

𝑥𝑥 = ?

úplná úspěšnost nelze zajistit
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Merminův–Peresův kouzelný čtverec
čtverec 3 × 3 – kvantová varianta

 pozorovatelné pro spiny v kolmých směrech
 ↑ ↓ �𝜎𝜎𝑧𝑧 = ↑ ↑ − ↓ ↓
 ⊙ ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥 = ⊙ ⊙ − ⊗ ⊗
 → ← �𝜎𝜎𝑦𝑦 = → → − ← ←
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⊙ = 1
2

↑ + ↓

⊗ = 1
2

↑ − ↓

→ = 1
2

↑ + 𝑖𝑖 ↓

← = 1
2

𝑖𝑖 ↑ + ↓
(jiná konvence směrů než dříve)



Merminův–Peresův kouzelný čtverec
čtverec 3 × 3 – kvantová varianta

 pozorovatelné pro spiny v kolmých směrech
 ↑ ↓ �𝜎𝜎𝑧𝑧 = ↑ ↑ − ↓ ↓
 ⊙ ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥 = ⊙ ⊙ − ⊗ ⊗
 → ← �𝜎𝜎𝑦𝑦 = → → − ← ←

 platí
 �𝜎𝜎𝑥𝑥

2 = �𝜎𝜎𝑦𝑦
2 = �𝜎𝜎𝑧𝑧

2 = �𝟙𝟙
 �𝜎𝜎𝑥𝑥 �𝜎𝜎𝑦𝑦 = − �𝜎𝜎𝑦𝑦 �𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝑖𝑖 �𝜎𝜎𝑧𝑧 �𝜎𝜎𝑦𝑦 �𝜎𝜎𝑧𝑧 = − �𝜎𝜎𝑧𝑧 �𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝑖𝑖 �𝜎𝜎𝑥𝑥 �𝜎𝜎𝑧𝑧 �𝜎𝜎𝑥𝑥 = − �𝜎𝜎𝑥𝑥 �𝜎𝜎𝑧𝑧 = 𝑖𝑖 �𝜎𝜎𝑦𝑦

 �𝜎𝜎𝑥𝑥 �𝜎𝜎𝑦𝑦 �𝜎𝜎𝑧𝑧 spolu nekomutují – nelze měřit zároveň

Interpretace kvantové mechaniky Skryté proměnné

⊙ = 1
2

↑ + ↓

⊗ = 1
2

↑ − ↓

→ = 1
2

↑ + 𝑖𝑖 ↓

← = 1
2

𝑖𝑖 ↑ + ↓
(jiná konvence směrů než dříve)



Merminův–Peresův kouzelný čtverec
předvyplněný čtverec kvantovými pozorovatelnými splňující podmínky

Alice i Bob budou mít 2 spiny:
horní

⊗
dolní

pro každý spin jedna sada 
pozorovatelných

v každém řádku a sloupci pozorovatelné komutují

Interpretace kvantové mechaniky Skryté proměnné

�𝜎𝜎𝑦𝑦
⊗

�𝜎𝜎𝑧𝑧

�𝜎𝜎𝑥𝑥
⊗

�𝜎𝜎𝑥𝑥

�𝜎𝜎𝑧𝑧
⊗

�𝜎𝜎𝑦𝑦

�𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑧𝑧
⊗

�𝜎𝜎𝑥𝑥

�𝜎𝜎𝑦𝑦
⊗

�𝜎𝜎𝑦𝑦

�𝜎𝜎𝑥𝑥
⊗

�𝜎𝜎𝑧𝑧

�𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙
�𝜎𝜎𝑥𝑥
⊗

�𝜎𝜎𝑦𝑦

�𝜎𝜎𝑧𝑧
⊗

�𝜎𝜎𝑧𝑧

�𝜎𝜎𝑦𝑦
⊗

�𝜎𝜎𝑥𝑥

�𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙
�𝟙𝟙

— ⊗

�𝟙𝟙

�𝟙𝟙
— ⊗

�𝟙𝟙

�𝟙𝟙
— ⊗

�𝟙𝟙

so
uč

in
 v

 s
lo

up
ci

 −

součin v řádku +



Merminův–Peresův kouzelný čtverec
Alice Bob
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�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑦𝑦
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑧𝑧

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑧𝑧
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑦𝑦

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑧𝑧

⊗
�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑦𝑦
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑦𝑦

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑧𝑧

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥

⊗
�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑦𝑦

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑧𝑧
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑧𝑧

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑦𝑦
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝜎𝜎𝑥𝑥

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙

— ⊗
�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
— ⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
— ⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑦𝑦 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝜎𝜎𝑧𝑧 ⊗ �𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑥𝑥 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝜎𝜎𝑥𝑥 ⊗ �𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑧𝑧 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝜎𝜎𝑦𝑦 ⊗ �𝟙𝟙

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
�𝜎𝜎𝑧𝑧 ⊗ �𝟙𝟙

⊗

�𝜎𝜎𝑥𝑥 ⊗ �𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑦𝑦 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝜎𝜎𝑦𝑦 ⊗ �𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑥𝑥 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝜎𝜎𝑧𝑧 ⊗ �𝟙𝟙

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
�𝜎𝜎𝑥𝑥 ⊗ �𝟙𝟙

⊗

�𝜎𝜎𝑦𝑦 ⊗ �𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑧𝑧 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝜎𝜎𝑧𝑧 ⊗ �𝟙𝟙

�𝜎𝜎𝑦𝑦 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝜎𝜎𝑥𝑥 ⊗ �𝟙𝟙

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙

— ⊗
�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
— ⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙
— ⊗

�𝟙𝟙 ⊗ �𝟙𝟙



Merminův–Peresův kouzelný čtverec
stav – dvojitý EPR stav

S =
EPR
⊗

EPR

Alice a Bob provedou měření pozorovatelných v zadaných sloupci a řádku

(lze, protože pozorovatelné komutují)

výsledky vyplní do sloupce a řádku

(podmínky jsou splněny díky platnosti pro pozorovatelné)

na průsečíku se výsledek bude vždy shodovat

Interpretace kvantové mechaniky Skryté proměnné



Merminův–Peresův kouzelný čtverec
stav – dvojitý EPR stav

S =
EPR
⊗

EPR

součin pozorovatelných na průsečíku zadaného řádku a sloupce

�𝜎𝜎𝑖𝑖 ⊗ �𝜎𝜎𝑖𝑖
⊗

�𝜎𝜎𝑗𝑗 ⊗ �𝜎𝜎𝑗𝑗

EPR antikorelace jak pro horní, tak dolní částici 

S
�𝜎𝜎𝑖𝑖 ⊗ �𝜎𝜎𝑖𝑖

⊗
�𝜎𝜎𝑗𝑗 ⊗ �𝜎𝜎𝑗𝑗

S =
−1
×

−1
= 1

Interpretace kvantové mechaniky Skryté proměnné



Merminův–Peresův kouzelný čtverec

𝟑𝟑 × 𝟑𝟑 hru lze díky kvantovým korelacím vyhrát vždy

opět

netrivialita kvantového chování

Interpretace kvantové mechaniky Skryté proměnné
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